
To θεώρημα του Nyquist (Δειγματοληψία σήματος) 

Τν 1920 εξγαδόκελνο ζηα εξγαζηήξηα bell ν Harold Nyquist δηαηύπσζε έλα ζεώξεκα 

ζρεηηθά κε ηελ ςεθηαθή κνξθή ησλ ειεθηξηθώλ ζεκάησλ. 

Τν ζέσξεκα καο ιέεη απιά όηη γηα λα αλαπαξάγνπκε κε αθξίβεηα έλα αλαινγηθό ζήκα 

ζε ςεθηαθή κνξθή ε ηηκή ηεο ζπρλόηεηαο δεηγκαηνιεςίαο πξέπεη λα είλαη ε δηπιάζηα 

ηεο ζπρλόηεηαο ηνπ αλαινγηθνύ ζήκαηνο. Με απιά ιόγηα εάλ έρνπκε έλα ερεηηθό 

αλαινγηθό ζήκα ην νπνίν επαλαιακβάλεηαη (ερεη ζπρλόηεηα) 10.000 θνξέο ην 

δεπηεξόιεπην κπνξείο λα ην αλαπαξάγεηο κε αθξίβεηα ζε ςεθηαθή κνξθή αλ ην 

αλαπξνζαξκόζεηο ζε κηα ζπρλόηεηα δεηγκαηνιεςίαο 20.000 θνξέο ην δεπηεξόιεπην. 

Αληίζηνηρα ζε κηα camera ccd αλ ζέινπκε λα αλαπαξάγνπκε πηζηά θαη κε αθξίβεηα ην 

αλαινγηθό ζήκα (ηελ εηθόλα από ην ηειεζθόπην) πξέπεη λα ην αλαπαξαζηήζνπκε 

ςεθηαθά (κέζσ ηεο ccd camera) ζην δηπιάζην ηεο ζπρλόηεηαο ηνπ αλαινγηθνύ 

ζήκαηνο. Με άιια ιόγηα ε αλάιπζε ηεο camera πξέπεη λα είλαη δηπιάζηα από απηή 

ηνπ ηειεζθόπηνπ. 

Ο παξαθάησ ηύπνο κπνξεί λα θαζνξίζεη ηελ σθέιηκε αλάιπζε κηαο θάκεξαο 

αλάινγα κε ην ηειεζθόπην πνπ έρνπκε. 

Resolution=(ccd pixel size/telescope focal lenghth)x206  

Εάλ ην κέγεζνο ησλ πίμει είλαη ζε microns(εθαηνζηά ηνπ ρηιηνζηνύ) θαη ε εζηηαθή 

απόζηαζε ζε mm ηόηε ε αλάιπζε ζα είλαη ζε δεπηεξόιεπηα ηεο κνίξαο/ pixel 

(arcsecond/pixel)  νπνπ απηή είλαη θαη ε δηεζλήο κνλάδα κέηξεζεο. 

Εάλ ηώξα έρνπκε κηα θάκεξα ccd  κε κέγεζνο pixel 9 microns θαη έλα ηειεζθόπην κε 

εζηηαθή 1000 mm ε αλάιπζε ζα είλαη (9/1000)ρ206=0.009 ρ 206=1,8’’/pixel. Απηή 

είλαη ε ζεσξεηηθή αλάιπζε όκσο θαη όρη ε πξαγκαηηθή, γηαηί? Πάξηε έλα αθξαίν 

ζρεηηθά παξάδεηγκα κηαο θάκεξαο κε κηθξνζθνπηθά πίμει θαη ελόο ηειεζθόπηνπ κε 

κεγάιε εζηηαθή. Δνθηκάζηε κε ηελ SBIG ST-10 επάλσ ζε έλα celestron 14’’ f11. H 

αλάιπζε απηνύ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 0.36’’/pixel.Σε έλα ηππηθό νπξαλό  νη ζπλζήθεο 

παξαηήξεζεο δελ κπνξνύλ λα είλαη πνηέ θαιύηεξεο από 1-2’’ θαη κεηά από κηα 

καθξά ζρεηηθά έθζεζε ην λνύκεξν απηό ηείλεη λα γίλεη 4’’. Υπάξρεη εδώ θάπνην 

πιενλέθηεκα ηνπ λα έρνπκε κηα αλάιπζε ηεο παξαπάλσ ηάμεο ησλ 0.36’’/pixel?.....Η 

απάληεζε είλαη θαηεγνξεκαηηθά όρη! 

Σπρλά αθνύκε όηη κηα αλάιπζε 2’’/pixel είλαη ε ηδαληθή αλάιπζε γηα κηα ccd 

camera.Θα δνύκε ηώξα όηη ίζσο απηό λα κελ είλαη απόιπηα αθξηβέο θαη αθόκα όηη 

ίζσο λα κελ παίδεη θαη θαζόινπ ξόιν. 

Τν παξαπάλσ ζεώξεκα ινηπόλ καο είπε όηη γηα ηελ κεηαηξνπή ελόο αλαινγηθνύ 

ζήκαηνο ζε ςεθηαθό ε αλαπξνζαξκνγή ηνπ ηειεπηαίνπ πξέπεη λα είλαη ζην 2πιάζην 

ηεοζπρλόηεηαο ηνπ πξώηνπ.Σηελ πεξίπησζε όκσο ελόο ηειεζθόπηνπ ηε αθξηβώο 

είλαη ε ζπρλόηεηα? Είλαη ε αλάιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηειεζθόπην – θάκεξα όπσο ηελ 

πεξηγξάςακε πνην πάλσ, θαη πεξηνξίδεηαη  ζρεδόλ πάληα από ηηο ζπλζήθεο 

παξαηήξεζεο ηνπ νπξαλνύ, ην γλσζηό seeing. Αλ πάξνπκε ζαλ θαλόλα ηνλ κέζν 

όξν ηνπ seeing πνπ είλαη 4’’ κεηά από κηα ζρεηηθά καθξηά έθζεζε ρξεηαδόκαζηε κηα 



ηηκή γηα ην αλαθαηαζθεπαζκέλν ςεθηαθό καο ζήκα ηεο ηάμεο ησλ 2’’/pixel ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ην ζεώξεκα ηνπ Nyquist. 

Γηαηί είπακε όκσο παξαπάλσ όηη απηό ίζσο λα κελ είλαη θαη απόιπηα αιεζέο? Σηελ 

πξαγκαηηθόηεηα ν Nyquist όηαλ δηαηύπσλε ην ζεώξεκα ηνπ δελ είρε ζην κπαιό ηνπ 

ηηο ccd cameras, γη απηό θαη ε ηδέα ηνπ αθνξά ηα 2 δηαζηάζεσλ ζήκαηα όπσο είλαη ηα 

ειεθηξηθά θαη ηα ερεηηθά. Τν γξάθεκα ελόο ερεηηθνύ ζήκαηνο έρεη 2 άμνλεο απηόλ ηεο 

έληαζεο θαη απηόλ ηνπ ρξόλνπ θαη κνηάδεη κε έλα εκηηνλνεηδέο θύκα, αθόκα θαη εθεί 

όκσο θαίλνληαη θάπνηα κεηνλεθηήκαηα όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα παξαθάησ. 

  
Έλα θύκα δηαρσξίδεηαη ζε δηαθξηηά ζεκεηα ή δείγκαηα (samples)ηα νπνία δηαρσξίδνληαη κεηαμύ ηνπο από 

απόζηαζε ίζε κε ην κηζό ηνπ ηεο ζπρλόηεηαο ηνπ θύκαηνο. Η θόθθηλε γξακκή ζηα δεμηά δείρλεη πσο ζα 

κπνξνύζε λα αλαθαηαζθεπαζηεί απηό ην ζήκα. 

  
Σν πξόβιεκα γίλεηαη εληνλόηεξν όηαλ ηα ζεκεία δελ ηαηξηάδνπλ πιένλ κε ηα ζεκεία ηνπ θύκαηνο. 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ δηαγξάκκαηνο από πάλσ καο ην ζήκα έρεη θιηπαξηζηεί πνπ 

ζεκαίλεη όηη ην εύξνο ηεο θπκαηνκνξθήο έρεη θνληύλεη ή πνην απιά νη θνξπθέο θαη νη 

θνηιηέο  ηνπ είλαη πνην ρακειέο. Πάξηε γηα παξάδεηγκα ηελ ςεθηαθή κνπζηθή ελόο 

ήρνπ MP3.Αληηγξάθνληαο έλα cd  ζε έλα ςεθηαθό αξρείν έρεηε ζπρλά ηελ επηινγή λα 

επηιέμεηε ηελ ηηκή ηεο δεηγκαηνιεςίαο (resample) ε νπνία γηα ηα mp3 είλαη 32,000, 

44,100 ή 48,000 θνξέο ην δεπηεξόιεπην. Αλ έρεηε αθνύζεη πνηέ έλα ήρν από πνιύ 

ζπκπηεζκέλν αξρείν ζα πξνζέμαηε όηη αθνύγεηαη πληγκέλνο. Απμάλνληαο ηα ζεκεία 

δεηγκαηνιεςίαο ζην θύκα, βειηηώλεηαη θαη ε πνηόηεηα ηνπ ήρνπ ηδηαίηεξα νη πςειέο 

θαη ρακειέο ζπρλόηεηεο αιιά κε απηό ηνλ ηξόπν απμάλεηαη θαη ην κέγεζνο ηνπ 

αξρείνπ. Η πνηόηεηα ηνπ ήρνπ ελόο cd είλαη 44.1 KHz άξα ζηα 32 KHz ζα έρνπκε έλα 

πνην κηθξό αξρείν αιιά ρεηξόηεξεο πνηόηεηαο από απηό ελόο cd. 



Τα ίδηα πξάγκαηα πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ ηζρύνπλ θαη γηα ηελ κεηαηξνπή ελόο 

αλαινγηθνύ ζήκαηνο ηειεζθόπηνπ ζε ςεθηαθό. 

Αιιά κηα εηθόλα ηειεζθνπίνπ πξνζζέηεη κηα αθόκα πνιππινθόηεηα: είλαη 

ηξηζδηάζηαηε. Η γξαθηθή απεηθόληζε ελόο άζηξνπ έρεη ηξεηο άμνλεο, ηνλ άμνλα x (ν 

νπνίνο κπνξεί λα είλαη o Ra, αλ ζέιεηε), ηνλ άμνλα y (DEC) θαη ηελ έληαζε. Τα 

θσηεηλόηεξα αζηέξηα έρνπλ πςειόηεξεο εληάζεηο. Επίζεο, κηα εηθόλα ηειεζθνπίνπ 

δελ κνηάδεη αξθεηά ζαλ έλα εκηηνλνεηδέο θύκα. Λόγσ νξηζκέλσλ λόκσλ ηεο θπζηθήο, 

έλα νπηηθό ζύζηεκα ζρεκαηίδεη κηα εηθόλα κηαο ζεκηαθήο πεγήο (έλα αζηέξη) σο 

θακπύιε Gauss: 

 

΢εκείσζε: Ίζσο παξαηεξήζαηε όηη απηό είλαη από κόλν ηνπ  κηα κνξθή δεηγκαηνιεςίαο (sample). Σα νπηηθά 

ηειεζθόπηα έρνπλ πάξεη έλα αλαινγηθό ζήκα (ην αζηέξη) θαη ζρεκάηηζαλ κηα θαηά πξνζέγγηζε, αιιά όρη αθξηβή, 

αλαπαξαγσγή ηνπ. Σώξα ην CCD πξέπεη λα παξάγεη αθξηβή ςεθηαθή αλαπαξαγσγή ηεο εηθόλαο ηνπ ηειεζθνπίνπ. 

Ρίμηε κηα καηηά ζην δηάγξακκα x-y κηαο εηθόλαο αζηέξα ζε έλα CCD γηα λα δείηε γηαηί ην ζεώξεκα ηνπ Nyquist κπνξεί 

λα κελ ηζρύεη γηα κηα απεηθόληζε CCD. 

  
 

Πάλσ: Εάλ έλα αζηέξη έρεη ην ίδην κέγεζνο κε έλα εηθνλνζηνηρείν (γηα παξάδεηγκα, 4 "/ εηθνλνζηνηρείν από κηα ηππηθή 

ηνπνζεζία), ην αζηέξη κπνξεί λα αλαπαξαρζεί σο ηεηξάγσλν. Απηό δελ είλαη κηα αθξηβήο αλαθαηαζθεπή ηνπ αξρηθνύ 

αλαινγηθνύ ζήκαηνο.Αλ πέθηεη ζηε γσλία κηαο νκάδαο εηθνλνζηνηρείσλ, ην αζηέξη είλαη αθόκα ηεηξάγσλν, απιά 

κεγαιύηεξν θαη πην ζθνύξν (θαζώο ην θσο ηώξα ρσξίδεηαη ζε 4 εηθνλνζηνηρεία). 

  
 

Πάλσ: ΢ην ξπζκό δεηγκαηνιεςίαο (sample) Nyquist 1/2 ηεο αλάιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο (2 "/ εηθνλνζηνηρείν), ην αζηέξη 

εμαθνινπζεί λα είλαη έλα ηεηξάγσλν αλ πέζεη ζε κόιηο ηέζζεξα pixels.Αλ ην αζηέξη είλαη θεληξαξηζκέλν ζε έλα 

εηθνλνζηνηρείν, αλαπαξάγεηαη σο κηα (θάπσο) ζηξνγγπιή εηθόλα.Απηό είλαη κηα θαιύηεξε πξνζέγγηζε ζηελ αξρηθή 

εηθόλα, αιιά κόλν γηα εθείλα ηα αζηέξηα πνπ πέθηνπλ αθξηβώο ζην ζσζηό ζεκείν ζην CCD. 

Επηζηξέςηε γηα ιίγν ζην ερεηηθό καο ζήκα. Ση ζα ζπκβεί αλ ην δεηγκαηνιεςνύκε ζπρλόηεξα, δειαδή ζε ηξεηο θνξέο 

ηελ αξρηθή ζπρλόηεηα; Μπνξεί λα δεκηνπξγεζεί αθξηβέζηεξε ςεθηαθή αλαπαξαγσγή. 

 



  
Πάλσ: Η δεηγκαηνιεςία ζε ηξηπιάζηα ζπρλόηεηα παξάγεη θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 

Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ην ζύζηεκα CCD / ηειεζθόπην. 

  
 

Πάλσ: Με ηελ αύμεζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζε 3 θνξέο ηελ αλάιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο (1,33 "/ εηθνλνζηνηρείν), ην αζηέξη 

είλαη ηώξα θπθιηθό, ζε ακθόηεξεο ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ ε εηθόλα ηνπ αζηεξηνύ είλαη θεληξαξηζκέλε ζε εηθνλνζηνηρείν 

(αξηζηεξά) θαη θεληξαξηζκέλε ζε κηα δηαζηαύξσζε εηθνλνζηνηρείσλ ) Επίζεο, ηα επηκέξνπο εηθνλνζηνηρεία κπνξνύλ λα 

πάξνπλ δηάθνξεο ηηκέο έληαζεο γηα λα αλαπαξάγνπλ κε κεγαιύηεξε αθξίβεηα ηελ αξρηθή εηθόλα αζηεξηνύ. 

Σα πεξηζζόηεξα εηθνλνζηνηρεία παξέρνπλ επίζεο ζηνλ ππνινγηζηή πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο κε ηηο νπνίεο κπνξεί 

λα εξγαζηεί θαηά ηελ επεμεξγαζία.  

Τπάξρνπλ δύν ηξόπνη γηα λα απμήζεηε ηελ αλάιπζε. Σν πξώην είλαη λα ρξεζηκνπνηήζεηε έλα ηζηπ CCD κε κηθξόηεξα 

εηθνλνζηνηρεία. Σν πξόβιεκα εδώ είλαη όηη ππάξρεη ελαο πεξηνξηζκόο από ην πνηεο θσηνγξαθηθέο κεραλέο είλαη 

δηαζέζηκεο θαη από ην νηθνλνκηθό θόζηνο. Επίζεο, γηα λα έρεηε έλα επξύ πεδίν ζέαζεο κε κηθξά εηθνλνζηνηρεία, 

ρξεηάδεζηε έλα CCD κε κεγάιν αξηζκό εηθνλνζηνηρείσλ. Απηό ζεκαίλεη πεξηζζόηεξα ρξήκαηα θαη πεξηζζόηεξα 

δεδνκέλα γηα λα αληηκεησπίζεη ν ππνινγηζηήο, θαζηζηώληαο ηνλ ρεηξηζκό εηθόλαο πεξηζζόηεξν απαηηεηηθή. 

Η άιιε επηινγή γηα ηελ αύμεζε ηεο αλάιπζεο είλαη ε αύμεζε ηνπ εζηηαθνύ κήθνπο ηνπ ηειεζθνπίνπ. Απηό ζεκαίλεη όηη 

ην νπηηθό πεδίν είλαη κηθξόηεξν θαη, ζπλήζσο, ν εζηηαθόο ιόγνο είλαη πην αξγόο, νδεγώληαο ζε απμεκέλνπο ρξόλνπο 

έθζεζεο. Εηλαη δπλαηό λα ππάξμεη ελα γξήγνξν ηειεζθόπην κε καθξύ εζηηαθό κήθνο, αιιά ζα απαηηήζεη πνιύ κεγάιν 

άλνηγκα, πνπ ζεκαίλεη κεγαιύηεξν κέγεζνο, βάξνο θαη θόζηνο. 

Optimal Focal Lengths for Popular Pixel Sizes (3x sampling rate) 

Pixel Size Focal Length (Average Seeing) Focal Length (Excellent Seeing) 

3.5 550mm 1100mm 

6.8 1050mm 2100mm 

7.4 1150mm 2300mm 

9 1400mm 2800mm 

 

Αναλογία σήματος προς θόρσβο 

Η αλάιπζε επίζεο είλαη θαζνξηζηηθόο παξάγνληαο γηα ηνλ ιόγν ζήκαηνο πξνο 

ζόξπβν. Μηθξέο ιεπηνκέξεηεο (ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ αζηεξηώλ) έρνπλ 

αλαινγίεο ζήκαηνο πξνο ζόξπβν (SNR) νη νπνίεο είλαη ζπλάξηεζε (κεηαμύ άιισλ 

παξαγόλησλ) ηεο αλάιπζεο ηνπ ζπζηήκαηνο απεηθόληζεο . Οη εηθόλεο πνπ δελ έρνπλ 



ζσζηή δεηγκαηνιεςία (sample).  κπνξνύλ λα νδεγήζνπλ ζε κείσζε ηνπ SNR. Γηα λα 

απνηππώζεηε θαη ηα πνην αρλά αζηέξηα, ε ζσζηή δεηγκαηνιεςία (sample).  είλαη 

ζεκαληηθή. Η πςειόηεξε αλάιπζε ηζνδπλακεί κε κεγαιύηεξν SNR. 

Η λύση? 

Ίζσο ε θαιύηεξε ιύζε είλαη απιά λα μεράζνπκε ην Θεώξεκα Nyquist. Θέιεηε θαιή 

αλάιπζε γηα ηηο ιεπηνκέξεηεο, αιιά απηό δελ είλαη ν πην ζεκαληηθόο παξάγνληαο γηα 

λα έρεηε όκνξθεο εηθόλεο. Πηζαλόηαηα, ρξεηάδεζηε αξθεηό νπηηθό πεδίν γηα λα 

ρσξέζεηε κεγάια αληηθείκελα ζηελ εηθόλα. Επίζεο, είλαη θαιύηεξν έλα γξήγνξν 

ζύζηεκα γηα ζρεηηθά θνληέο εθζέζεηο. Σαλ βαζηθό θαλόλα, κπνξνύκε λα πνύκε νηη 

ζέινπκε κηθξά εηθνλνζηνηρεία (13 κηθξνκέηξσλ ή ιηγόηεξν) γηα ηειεζθόπηα κηθξνύ 

εζηηαθνύ κήθνπο θαη κεγαιύηεξα εηθνλνζηνηρεία (16 κηθξνκέηξσλ θαη άλσ) γηα 

ηειεζθόπηα κε πνιύ κεγάιε εζηηαθή απόζηαζε. Αιιά γηα ηηο όκνξθεο εηθόλεο, νη 

θαλόλεο κπνξνύλ εύθνια λα ηελησζνύλ. Αλ ν ζηόρνο ζαο είλαη λα επηηύρεηε ηελ 

θαιύηεξε δπλαηή ιύζε γηα ηελ επίηεπμε ησλ ειάρηζησλ δπλαηώλ κεγεζώλ, ε 

δεηγκαηνιεςία(sample).  είλαη πην θξίζηκε. Από άπνςε αηζζεηηθήο όκσο, δελ έρεη ηόζε 

ζεκαζία. 

Λάβεηε ππόςε όηη πνιύ ιίγεο από ηηο εληππσζηαθέο εηθόλεο ζε πεξηνδηθά θαη ζην 

internet  πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε έλα ζύζηεκα πνπ παξάγεη αλάιπζε 2 "/ pixel! 

Μεξηθέο ιήθζεθαλ ζε 4,2" / pixel , ελώ άιιεο είλαη ζην 0,5 "/ pixel. Καλνληθά ν 

ζεκαληηθόηεξνο παξάγνληαο είλαη ην νπηηθό πεδίν. Αλ απεηθνλίδεηε έλα κεγάιν 

αληηθείκελν ρξεηάδεζηε έλα ηειεζθόπην κηθξνύ εζηηαθνύ κήθνπο. Γηα κηθξνύο 

ζηόρνπο, είλαη απαξαίηεην έλα κεγάιν εζηηαθό κήθνο. Είλαη θαιύηεξα λα ρσξέζεη 

ζσζηά ζην πεδίν ην αληηθείκελν παξά λα αλαισζνύκε ζηα arcseconds αλά pixel! 


